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Introdugdo

Introducao

A epidemiologia é uma &rea da salide, na qual, propde-se a estudar os fatores
condicionantes e determinantes para a proliferacdo e combate de doencas.

O método de maxima verossimilhanca e a regressio logistica é amplamente
utilizado em estudos epidemiologicos, pois é um método simples e de ex-
trema importancia para a obtenc3o (através de bancos de dados) de estima-
tivas dos pardmetros de interesse. Sejam eles taxas de mortalidade devido
a alguma epidemia, ou o quanto alguns fatores afetam ou n3o a causa de
alguma doenca.
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Fung¢do de verossimilhanga

© Funcdo de verossimilhanca

estatistica

pel:

PROGRAMA O EDUCAGAD TUTORIAL

04 de abril de 2016 4 /42

as Sales (PET Est -UFRN) EMV-Epidemiologia



Fung¢do de verossimilhanga

Funcao de verossimilhanca

Segundo Bolfarine e Sandoval (2012), sejam Xi, ..., X, uma amostra alea-
téria (a.a) de tamanho n da varidvel aleatéria X com fungdo de densidade
(ou probabilidade) f(x|6) com 6 € ©, onde © é o espago paramétrico.

A func3o de verossimilhanca de 6 é dada por:

L(O]x) = H f(xi|6).
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5T ETe[eTae NV EMT I ERVEICESTA T BRI N(SVAAI  Estimador e Estimativa de maxima verossimilhanca

Estimador e Estimativa de maxima verossimilhanca

Segundo Bolfarine e Sandoval (2012), a estimativa de mdxima verossimi-
Ilhanca de 6 é o valor € © que maximiza a fungdo de verossimilhanca

L(O]x).
Jad o EMV ¢ a estatistica, na qual, com base na amostra, nos fornece esta

estimativa de maxima verossimilhanca.
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Estimador e Estimativa de maxima verossimilhanca

Funcéo de verossimilhanga para um a.a. de 100 Bernoullis(0.5)
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Estimador de Maxima verossimilhanca (EMV) [OJJElEt R R=VAY

Obtencdo do EMV

O EMV pode ser obtido seguindo os passos abaixo:
I. Encontrar a funcdo de verossimilhanga

L(0]x) = H f(xi|0)
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Estimador de Maxima verossimilhanca (EMV) [OJJElEt R R=VAY

Obtencdo do EMV

O EMV pode ser obtido seguindo os passos abaixo:
I. Encontrar a funcdo de verossimilhanga

L(0]x) = H f(xi|0)

II. Aplicar o In em L(0|x) onde:

1(0]x) = In(L(0]x))
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Estimador de Maxima verossimilhanca (EMV) [OJJElEt R R=VAY

Obtencdo do EMV

O EMV pode ser obtido seguindo os passos abaixo:
I. Encontrar a funcdo de verossimilhanga

L(0]x) = H f(xi|0)

[I. Aplicar o In em L(6]x) onde:
1(01x) = In(L(8}0))

[1l. Encontrar a fun¢3o escore e igualar a zero:

d1(6]x)

9 — =
(o) = ==~ =0
[V. Verificar se o ponto achado é ponto de maximo: 3
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=S O E
Propriedades do EMV

O EMV é muito utilizado por possuir uma facilidade computacional rela-
tivamente simples e por ter algoritmos ja estabelecido para estimar alguns
pardmetros por métodos numericos (ex.: Algoritmo de Newton-Raphson).
Outro fator que proporciona o grande uso deste estimador sdo suas propri-
edades:
e Invariancia: Se @ for estimador para 6, entdo g(f) é um EMV para
g(0).
e Normalidade assintética do EMV: Para um tamanho de amostra
suficientemente grande temos que:

0~ Normal(#, 11-1(0))
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Regressao Logistica Histéria

Histdria

Uma explicacdo para o termo regressao logistica é porque o método estd
baseado na fun¢3o logistica. Que assim como uma probabilidade também

estd entre 0 e 1;
eX
(1)

P(x) = 11 o
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Regressao Logistica Histéria

Histdria

A funcdo ou curva logistica é uma curva sigmdide que foi batizada por Pierre
Fracois Verhults, que a utilizou para o estudo de taxas do crescimento popu-
lacional (Verhulst, PierreFrancois (1845). "Recherches mathématiques sur
la loi d'accroissement de la population. Nouveaux Mémoires de I'Académie
Royale des Sciences et Belles-Lettres de Bruxelles 18: 1-42.).

06 08 1.0

Fung&o logistica
04

0.2

00
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Funcéo logistica
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Regressao Logistica Distribuigdo logistica

Distribuicao logistica

Seja L uma variavel aleatéria com distribuicdo logistica, ent3o :

€és
f(l) = ——
s(1+es)
/
e
il =152

Notemos que F; (/) é igual a (1). Logo, se L ~ logistica(0, 1) sua fung¢do de
distribuicdo acumulada é a fungdo logistica.
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Regressao Logistica Distribuigdo logistica

Distribuicao Logistica

Distribuictes com média 0 e varidncia 1

]
= — Mormal
PR SrhE Logistica
= _| 4 .
= 7
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= b *
2 / ;
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Regressao Logistica Regressao

Regressao

Em uma regressdo desejamos obter uma determinada informagao (varidvel
resposta), a partir de informagBes que ja conhecemos (varidveis regresso-
ras) e que tenham alguma relagdo coerente com a informagdo que vocé
deseja obter. Em outros casos podemos andlisar a influéncia das varidveis
regressoras na sua resposta e o impacto nela.
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Regressao Logistica Regressao

Regressao Logistica

Quando nossa varidvel resposta é bindria, ou seja, assume apenas 0 ou 1,
podemos falar que Y; ~ bernoulli(p;) e consideramos o seguinte modelo de

regressao:
Yi=E(Y)) + e
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Regressdo Logistica Regressao

Regressao Logistica

Quando nossa varidvel resposta é bindria, ou seja, assume apenas 0 ou 1,
podemos falar que Y; ~ bernoulli(p;) e consideramos o seguinte modelo de

regressao:
Yi=E(Y)) + e

Porém como nossa varidvel Y sé assume zero ou um, o erro aleatério (¢;)
ndo tem distribuicado normal, mas assim como no modelo linear simples a

E(e;) = 0. Uma suposicdo que se encaixa melhor para a distribuicdo dos
€:s é assumir que os €;s tenham distribui¢do Logistica.
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Regressao Logistica Regressao

Regressao Logistica

Entretanto, a distribuicdo dos €;s acaba dependendo da distribuicdo Ber-
noulli dos respectivos Y/s. Assim, é preferivel apresentar o modelo de re-
gressdo da seguinte forma da seguinte forma:

eBothixi

- __ !
Yi= 1 4+ eBotBrxi TS,

]

. 60+BIX'
— —_ _¢€ !
ou seja, E(Y;) =pi = T ePatPin
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Regressao Logistica Regressao

Relacao do EMV com a regressao logistica

Normalmente ao fazermos a abordagem citada, desejamos estimar os nos-
sos p's, os quais, nos ddo as probabilidades de sucesso da nossa varigvel Y,

condicionada a determinada caracteristica da varidvel X.
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Regressdo Logistica Regressao

Relacao do EMV com a regressao logistica

Normalmente ao fazermos a abordagem citada, desejamos estimar os nos-
sos p's, os quais, nos ddo as probabilidades de sucesso da nossa varigvel Y,
condicionada a determinada caracteristica da varidvel X.

Porém nossos pls sdo fun¢des de g+ (1, os quais, ndo conhecemos. Entre-
tanto uma forma muito pratica e coerente de se estimar esses parametros
é utilizando o método da maxima verossimilhanca, pois os valores dos pa-
rametros que méaximizam a fun¢do de verossimilhanga se aproximam muito
bem dos valores reais dos pardmetros no nosso caso se aproxima muito bem
dos valores reais dos pls
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Regressao Logistica Regressao

Relacao do EMV com a regressao logistica

A seguir serd mostrado como a funcdo de verossimilhanga pode virar funcao

de (o e f1.
fr(y) = p{(L—pi)' ™
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Regressao Logistica Regressao

Relacao do EMV com a regressao logistica

A seguir serd mostrado como a funcdo de verossimilhanga pode virar funcao

de (o e f1.
fr(y) = p{(L—pi)' ™

p”y lel(l 1 Yi
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Regressao Logistica Regressao

Relacao do EMV com a regressao logistica

A seguir serd mostrado como a funcdo de verossimilhanga pode virar funcao

de (o e f1.
fr(y) = p{(L—pi)' ™

p”y lel(l 1 Yi

_H<1—p,>l (= i)
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Regressao Logistica Regressao

Agora aplicaremos o In em L(p;ly):

I(pily) = Zy,/n< )+Z 1-pj)
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Regressao Logistica Regressao

Agora aplicaremos o In em L(p;ly):

I(pily) = Zy,/n< ;) +§(1—pl-)

Devemos lembrar que :

Entao:

Lucas Sales (PET Est -UFRN) EMV-Epidemiologia

eBo+Bixi 1
Pi 1 + ePotbixi e ( Pi 1 + ePotbixi

<[)i> — gPotbix;
1—pi

= In ( p,'p') = Bo + Pixi
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Regressao Logistica Regressao

Sendo assim, podemos escrever /(p;]y) como sendo:

/(pi‘Y) = Z}/i(ﬂo + ﬂlx,-) — Z /n(]_ 4 eBOJrﬁlx,-)
vl —

1=

1=

Podemos observar agora que, /(pily)=/(Po, 51]y). Portanto, pelos motivos
ja citados podemos utilizar o método da maxima verossimilhanca para en-
contrar By e 31 tal que nos de uma boa estimativa dos valores verdadeiros

das nossas probabilidades de sucesso (p’s).
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

SITUACAO:
Realizou-se um treinamento com 30 funciondrios de um determinado setor

de uma empresa. O objetivo do treinamento foi determinar o menor niimero
de horas de treinamento necessarios para ocorréncia de um nimero aceitavel

de erros na montagem.
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Evemplo
Exemplo

As tabelas a seguir, contém os dados dos 30 funciondrios submetidos ao
treinamento.

Funcionario Horas de treinamento Pecas defeituosas Pecas montadas

1 30.00 2.00 200.00
2 30.00 2.00 200.00
3 30.00 2.00 200.00
4 29.00 2.00 200.00
5 28.00 3.00 200.00
6 27.00 4.00 200.00
7 26.00 5.00 200.00
8 26.00 5.00 200.00
9 25.00 6.00 200700
10 24.00 6.00 200

..........................
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

Funcionadrio Horas de treinamento Pecas defeituosas Pecas montadas

11 23.00 8.00 200.00
12 20.00 8.00 200.00
13 20.00 8.00 200.00
14 20.00 8.00 200.00
15 17.00 9.00 200.00
16 17.00 9.00 200.00
17 17.00 10.00 200.00
18 16.00 10.00 200.00
19 15.00 11.00 200.00
20 13.00 11.00 2@)\0@

ipekN__
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

Funcionadrio Horas de treinamento Pecas defeituosas Pecas montadas

21 12.00 12.00 200.00
22 11.00 12.00 200.00
23 11.00 12.00 200.00
24 11.00 13.00 200.00
25 10.00 13.00 200.00
26 10.00 13.00 200.00
27 9.00 13.00 200.00
28 8.00 13.00 200.00
29 8.00 14.00 200.00
30 5.00 14.00 2@)\0@

ipekN__

..........................
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

Para determinar qual a probabilidade de erro, na qual é explicada pelas horas
de treinamento, foi realizada uma regressdo ldgistica conjuntamente com o
método da mdxima verossimilhanca. Onde temos que Horas de treinamento
(X) é nossa varidvel explicativa e a quantidade de pecas defeituosas ()
nossa resposta. E Y ~ binomial(200, p;).

*OBS: O p; representa a probabilidade de montar uma peca errada, levando
em conta o tempo de treinamento do funcionério.
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

Apds aplicar o método da maxima verossimilhanca para encotrar as estima-
tivas de B e 1, nos deparamos com esta situagdo :

n ) n efotBrx
Dim1 Yi = 21 MiTegmras = 0

n . efothrxi
D1 YiXi = o MiXiTs e =0

Porém estas equacbes s3o n3o-lineares nos parametros e para resolvé-las é
preciso recorrer a métodos numéricos interativos. Isto mostra que mesmo
algébricamente n3o sendo possivel encontrar a emv, através de métodos
simples e que n3o requerem um grande esforco computacional é possivel
estimar os pardmetros desejados.

U(60> Bl) =

estatistica
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

O método utilizado para a resolugdo deste problema foi o método interativo
de Newton-Raphson, o qual é um método interativo que apartir de um chute
inicial tem o objetivo de estimar as raizes de uma fungdo, ou como neste

caso um sistema.
A formula utilizada por este algoritmo para estd situagdo foi :

Bn = Bo — U'(Bo) U (Bo)

Onde fp é uma matriz 2,1 com os chutes iniciais, U'(fy) é a derivada da
fungdo escore aplicada no ponto fy (que nds da uma matriz 2,2) e U(5p)
é a fungdo escore aplicada no ponto 3, o que também nos da uma matriz

2,1
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Exemplo

O chute inicial dado foi:
Bo=0epBr =0

E apds 13 interacdes obtivemos os seguintes valores estimados:
Bo = —2.0065 e 1 = —0.663

Apds os pardmetros estimados, podemos através da regresdo logistica ob-
ter os valores das probabilidade de montar um equipamento errado. Vale

relembrar que:
eBo+Pixi

Pi = 1 + ePotbixi
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

A tabela abaixo, nos da as probabilidades de montar uma peca errada,
levando em conta as horas de treinamento:

Prob. de Erro Prob. de Erro Prob. de Erro
1 0.0181 11 0.0284 21 0.0572
2 0.0181 12 0.0345 22 0.0609
3 0.0181 13 0.0345 23 0.0609
4 0.0193 14 0.0345 24 0.0609
5 0.0206 15 0.0417 25 0.0648
6 0.0219 16 0.0417 26 0.0648
7 0.0234 17 0.0417 27 0.0689
8 0.0234 18 0.0445 28 0.0733
9 0.0250 19 0.0474 29 0.0733
10 0.0266 20 0.0537 30 0.0880

estatistica
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Aplicacao Epidemioldgica

Em muitos casos de diarreia em recém nascidos, a causa pode partir do
préprio leite materno. Dependendo da quantidade de antibidticos naturais
contidos no leite da m3e o bebé pode ter, ou n3o, uma resisténcia maior
a uma bactéria chamada de Vibrio cholerae. Onde estd é responsavel pela
coléra, e um de seus principais sintomas é a diarreia.

O objetivo desta aplicacdo é, com base em uma amostra de 30 bebés diag-
ndsticados com a bactéria, determinar qual a probabilidade de bebés terem
ou ndo o forte sintoma da diarreia, levando em conta a quantidade de an-
tibidticos ingeridos no leite.

estatistica

pel:

............... Gho TuToRAL

Lucas Sales (PET Est -UFRN) EMV-Epidemiologia 04 de abril de 2016 37/ 42



Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Aplicacao Epidemioldgica

A tabela abaixo relaciona os casos dos bebés que tem ou n3o diarreia com a
quantidade de antibidticos no leite, na qual foi dividida em duas categdrias
baixo nivel de antibidticos e alto nivel de antibidticos.

Nivel de Antibiético Com diarreia(y=1) Sem diarreia(y=0) Total

Baixo (x=1) 12 2 14
Alto (x=0) 7 9 16
Total 19 11 30

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
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iy
Aplicacao Epidemioldgica

Para estimarmos os pardmetros 3y e 1 iremos utilizar o software R (R Core
Team,2015).

####Entrando com as informagdes presentes na tabela###
y1= rep(c(0,1),c(2,12))

y2=rep(c(0,1),c(9,7))

y= c(y1,y2)

x=rep(c(1,0),c(14,16))

##### Criando uma tabela para verificar os dados####
dados=data.frame("R"=y, "X"=x)

#####HUtilizando a funcdo glm #######
ajuste=glm(R"X,dados,family= binomial)

summary (ajuste)

ajuste$coefficients o
(Intercept) X %
-0.2513144  2.0430739 amkN
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Exemplo e Aplicagdo Epidemiolégica Exemplo

Aplicacao Epidemioldgica

Com auxilio do software, obtivemos as seguintes estimativas:
Bo = —0.2513 e 81 = 2.0431
Apartir dai podemos obter os seguintes valores para p;:
po = 0.4376 e p; = 0.8571

Onde pg representa a probabilidade do bebé desenvolver o forte sintoma de
diarreia, ingerindo o leite materno com uma quantidade alta de antibidticos,
e p1 representa a probabilidade de desenvolver o sintoma, ingerindo o leite
materno com uma baixa quantidade de antibidticos.

estatistica
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Consideragdes Finais

Conclusao

Podemos observar, que através do método da maxima verossimilhanga e
utilizando recursos de regressio foi possivel solucionar um problema prético.
Para a industria e estudos epidemioldgicos, essa pratica é muito comum e
usual, pois utilizando o conhecimento estatistico agregado a outras areas
acarreta em uma série de solucdes para problemas que atingem essas areas

afins.

estatistica
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