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Introdugdo

Introducao

No estudo de probabilidade e estatistica € muito comum encontrar-
mos familias de distribuicbes que possuem caracteristicas importan-
tes.

Um exemplo destas familias é a Familia Exponencial que é muito
utilizada em Inferéncia Estatistica. Esta familia de distribuices nos
ajuda a encontrar, de maneira razoavelmente simples, estatisticas
suficientes, Testes de hipéteses UMP (pelo critério do TRVG), en-
fim...Uma outra familia de distribui¢des (a qual estudaremos) é a
Familia de Posic3o e Escala.
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Definicdo-Familia de Posicdo e Escala

Familia de Posicao e Escala

Consideremos uma varidvel aleatéria Y, se conseguirmos escrever a
f.d.p de Y como sendo

=26 (Y1), 1)

g o

em que u(—oo < p < 00) € o pardmetro de posi¢do, o(c > 0) é
o paradmetro de escala e fy(-) é uma f.d.p., diremos, entdo, que a
distribuicdo da v.a. Y pertence a familia de Posicido e Escala.
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milia de Posi¢do e Escala
Mudando o parametro de posigao X-N(0,1) X-N(0,2)
- 2 o 2 4 £ 4 2 0 2 " s s 4 2 0 2 4 .
x x x
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Exemplo 1

Consideremos o exemplo classico em que Y ~ N(u,0?), para ve-
rificarmos se a distribuicdo Normal pertence a familia de posicdo e
escala precisamos escrever a f.d.p de Y, fy(y), na forma descrita
em 1.

Para tanto, note que

) (v —p)? ) N
1= Lo Lo (1), sy
2702 o o
em que,
Lz
fo(y) = e?
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Exemplos

Notemos, ainda, que fy(y) denota a f.d.p de uma v.a Normal Pa-
drdo, isto é, N(0,1). Com isso conseguimos escrever a f.d.p de Y
como descrito em 1 e verificamos que fy(y) é uma f.d.p. Portanto,
mostramos que a distribuicido Normal pertence a familia de posicdo

e escala.
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Propriedades da Familia de Posicdo e Escala

Funcdo Acumulada e Funcdo de Sobrevivéncia

Consideremos uma v.a. Y com f.d.p dada em 1, em que fp(-) é uma
f.d.p.. Por definicdo, sabemos que

Fy(y)=P(Y<y) e S(y)=P(Y>y)=1-Fy(y),

onde Fy(y) denota a fungdo acumulada da v.a. Y e 5(y) a fungdo
de sobrevivéncia.
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Propriedades da Familia de Posicdo e Escala

Se Y pertence a familia de posi¢3o e escala, ent3o:

= Frin = (224)

-ﬂnz%(¥}ﬁ
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Propriedades da Familia de Posicdo e Escala

Prova:
Encontraremos funcdo Acumulada de Y.

A =pr<n= [ Za( a1 [ 6 (0 )a-

= Fy(y) = Fo <t—au) )ioo = Fo <y - M) :

Da mesma forma,

ﬂnz%(ﬁjﬁ
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Propriedades da Familia de Posicdo e Escala

Note que conseguimos escrever a funcdo acamulada e funcdo de
sobrevivéncia da v.a. Y como fungdo da densidade fy(-), que §,
comumente chamada de Densidade Padrdo da v.a. Y (isso deve-se
ao fato de que a fung¢do densidade fy(-), é um caso particular da
densidade de Y quando u = 0 e 0 = 1) e, algumas vezes, é mais
facil trabalhar com a densidade f(-) do que com a densidade de Y.
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Censura

Censura

Para compreendermos o conceito de censura em Andlise de Sobre-

vivéncia, suponhamos o exemplo a seguir.
Deseja-se estudar a durabilidade de lampadas em um periodo de
720 horas. Algumas das observacdes podem ser vistas no grafico a

seguir.
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Censura

Lampadas

Duratbilidade das |ampadas em horas

Francisco Felipe de Queiroz
Inferéncia em Modelos de Posi¢do e Escala com Dados Censurados




Fungdo de Ve

Sumario

I[@ Funcio de Verossimilhanca na FPE para dados Censurados

Francisco Felipe de Queiroz

Inferéncia em Modelos de Posi¢do e Escala com Dados Censurados



Fungdo de Ve

Preliminares

Definiremos, agora, duas v.a.(independentes) T e C, tal que:

m T;: tempo até “falha”, i=1,...,n

m C; : tempo até censura,i =1,....,n
Pelo grafico anterior, ndo é dificil verificar que em um problema
pratico, dada uma determinada lampada, sé observaremos o menor
tempo. Isto é, o menor entre os tempos de “falha” e censura. Com
isso, definiremos uma nova v.a. T*, de modo que

T =min{T;, G},
ainda, definiremos uma func3o indicadora, dada por:

§i = 1, se T,'SC,'
10, se T;>C B

estatistica
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Fungdo de Ve

Ainda, suponhamos que

T,' ~ fg(t,') e P(T,' > t,') = Sg(t,')

C,-Ng(t,-) e P(C,'>t;):G(t,')

Pelas consideracoes anteriores podemos perceber que os dados ob-
servados serdo da forma (t*,6;),i = 1,...,n. Pode-se mostrar que,
para uma amostra aleatéria observada, D = (t/,6;),i = 1,...,n, a
verossimilhanga serd dada por:

L(0; D) = [ fo(t:)* So(t:) )
i=1
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Fungdo de Ve

Funcao de verossimilhanca

Definiremos agora uma nova v.a Y;, tal que Y; = log T;, de modo
que Y; pertence a familia de posicdo e escala. Ent3o, para uma
amostra aleatéria observada (com censura), D = (log t;, 6;), a Fun-
¢do de Verossimilhanga para (i, o) é dada por

L(, ;D) = H [ifo <y" - “)FEO (”;“)Hi (2)

i=1

onde p é o pardmetro de posicdo, o o parametro de escala e y; =
log t;.
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Nota

Quando nos referirmos a 6 estamos nos referindo a § = ( H >
ag
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Preliminares

Para a v.a. Y; = log T;, pertencente a familia de posicao e escala,
com fun¢do de verossimilhanga dada em 2, o log L(u, o) é dado por

log L(p1,0) = —rlogo + ) _ [5log fo(z) + (1 — &) log So(2))]
i=1
(3)

n
Yi — . .
em que z; = ( H L r = E d; e, como mensionado anterior-
o

i=1

mente, y; = log t;.
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As derivadas parciais, e segundas derivadas sao dadas pelas expres-

soes a seguir.
82,- 1 82,' 1 -
=—0 " e = —zjo ~, entao:

Temos que
v Oo

8|ogL 1 < 8|ogfo z;) s 0 log So(z/)
|: 82, +(1 5’) 82,‘
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As segundas derivadas sdo dadas por:

logl 1 02 log fo(z;) 02 log So(zi)
Y L |

Ologl r 2 < Jlog fo(zi) 0 log So(z;)
00?2 o2 + o2 — [5' "0z (1 -0z 0z;
1 ¢ 207 log fo(z;) 207 log So(z)
=Y |6z 1-6))z
T2 IX; [5 “ 0z? ( ) 0z?
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E, por dltimo:

0?log L 0 log fo(z;) 0 log So(zi)
duds o2 Z [ 8z - 5')62;}

. 8 |0gfo Z:) 8 log So(z)
022{" +(1_5i)2i872i2
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Notemos que, na familia de posicao e escala, temos dois parametros

envolvidos, § = (u,0). Entdo, temos que

0
log L(6; x
u() 0 log L(0;x) = o g LX) = < U#(Q; )7

~ o0

% log L(0; x)

Francisco Felipe de Queiroz

Inferéncia em Modelos de Posi¢do e Escala com Dados Censurados




Para encontrar os estimadores para 6 utilizaremos o método da ma-

xima verossimilhanca.
Como 6 é um vetor com apenas dois parametros, o EMV para 6
pode ser obtido como solucdo do sistema:

> D>
N—r
Il
o O
5
Sy
Il
=

{ i

N
I
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Como o temos apenas dois pardmtros, temos que a matriz da infor-
macao de Fisher é dada por

ElF(0)] = —E[H(0)]

em que
2 2
HEE) = 88,“2 log L(6; x) 3/(%(290 log L(6; x)
900 log L(0; x) 352 log L(0; x)

No entanto, em casos que temos censura, n3o é possivel obter a
matriz da informacgdo de Fisher. ‘
g
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Com isso, definimos a matriz da informac3o observada, que é dada

por

Tops(0) = —H(H),
ainda, definiremos uma nova matriz, V, tal que

" A —1 Vip V.
V) = Taeel®) = | (V2
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Intervalo de Confianca

Q=

Agora, consideremos 6 = (

), entao,

0 ~ Ny <9,Hobs(§)_1) , n grande

Assim, para construir um IC(u,~y) e IC(o,~) podemos utilizar, res-
pectivamente, as seguintes quantidades pivotais:

_bh—p _G-o
Q(xnu)—m e Q(X,U)—%

Em que ambas quantidades pivotais tem distribuicdo assintética
N(0,1), ep(f) e ep(8) sdo dados, respectivamente, por v/ Vi; e
V Vo
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Assim, os respectivos intervalos de confianca para u e o sdo dados
por:

IC(i) « [ 25 ep()] (4)
IC(0:7) : |6+ 25ep(6)] (5)
emquey=1—q,e zg é o quantil da distribuicdo Normal Padr3o,

«
tal que P(Zgz%) = 0
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Teste de Hipdteses

Para testar as hipdteses

{HO:,u_,uo ou {HoZO'—O'O
Hy e # po Hy o # oo

Sabemos que, para testar este tipo de hipétese podemos utilizar o

TRVG, em que
| LG %)
Ax) = [ L(0; x) ] ’

e a regido de rejeicdo é dada por A; = {x; A\(x) < k}.
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No entanto, podemos utilizar o resultado assintético do TRVG,
com isso, a estatistica do TRVG é dada por:

Crv = —2logA(x),

que, sob Hp, tem distribuicdo assintdtica x ().
Vale lembrar que este resultado assintético sé vale para testar

hipdtese “ =" contra " #".
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Conclusoes

Embora n3o consigamos encontrar, analiticamente, as derivadas da
funcdo de verossimilhanca para a familia de posicdo e escala para
dados com censura, pode-se encontrar, facilmente, formas fechadas
para as expressoes destas derivadas, podendo, assim, serem
implementadas em um software.
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