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Experimentos aleatdrios

S3o experimentos que repetidos em condicdes iguais n3o reprodu-

zem sempre o mesmo resultado. Porém embora ndo sejamos capa-

zes de afirmar qual serd exatamente o resultado deste experimento,
podemos descrever o conjunto de todas os possiveis resultados.
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Experimentos aleatdrios

S3o experimentos que repetidos em condicdes iguais n3o reprodu-

zem sempre o mesmo resultado. Porém embora ndo sejamos capa-
zes de afirmar qual serd exatamente o resultado deste experimento,

podemos descrever o conjunto de todas os possiveis resultados.

Exemplos :
1- Ndmero de coroas em N lancamentos de uma moeda.
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Experimentos aleatdrios

S3o experimentos que repetidos em condicdes iguais n3o reprodu-

zem sempre o mesmo resultado. Porém embora ndo sejamos capa-
zes de afirmar qual serd exatamente o resultado deste experimento,

podemos descrever o conjunto de todas os possiveis resultados.

Exemplos :
1- Ndmero de coroas em N lancamentos de uma moeda.

2- Resultado de uma partida de futebol.
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Espaco amostral

Podemos definir como o conjunto que contém todos os possiveis resultados

de um experimento aleatério.
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Espaco amostral

Podemos definir como o conjunto que contém todos os possiveis resultados
de um experimento aleatério.
Exemplos:

Experimento 1: Perguntar aos alunos se eles s3o bolsistas de algum

projeto do curso de estatistica.
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Espaco amostral

Podemos definir como o conjunto que contém todos os possiveis resultados
de um experimento aleatério.
Exemplos:

Experimento 1: Perguntar aos alunos se eles s3o bolsistas de algum

projeto do curso de estatistica.

Qy = {Sim, Nao}
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Espaco amostral

Podemos definir como o conjunto que contém todos os possiveis resultados
de um experimento aleatério.
Exemplos:

Experimento 1: Perguntar aos alunos se eles s3o bolsistas de algum
projeto do curso de estatistica.

Qy = {Sim, Nao}

Experimento 2: Os possiveis resultados do lancamento de 2 moedas.

estatistica

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introducdo a Estatistica e Probabilidade 10 e 11 de Agosto de 2015 4 /42



Espaco amostral

Podemos definir como o conjunto que contém todos os possiveis resultados
de um experimento aleatério.
Exemplos:

Experimento 1: Perguntar aos alunos se eles s3o bolsistas de algum
projeto do curso de estatistica.

Qy = {Sim, Nao}
Experimento 2: Os possiveis resultados do lancamento de 2 moedas.

Qo = {cc, ck, ke, kk}
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Eventos

pode ser definido como um subconjunto do

Evento
amostral, como nos exemplos a seguir:

seu  espaco

Evento 1 : A; {Ser bolsista de um projeto do curso de estatistica.}
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Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introducdo a Estatistica e Probabilidade 10 e 11 de Agosto de 2015 5/ 42



Eventos

pode ser definido como um subconjunto do

Evento
amostral, como nos exemplos a seguir:

seu  espaco

Evento 1 : A; {Ser bolsista de um projeto do curso de estatistica.}

Evento 2 : Ay {Cair cara no langamento de uma moeda.}
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Propriedades

e Unido de eventos:
Para quaisquer dois eventos E e F de um espaco amostral €2, definimos
o novo evento E U F como sendo formado por todos os resultados que
pertencem a E ou F ou a E e F simultaneamente. Isto é, o evento E U F
ocorrerd se E ou F ocorrer. Por exemplo, se o evento E = {g} e F = {b},

entao
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Propriedades

e Unido de eventos:
Para quaisquer dois eventos E e F de um espaco amostral €2, definimos
o novo evento E U F como sendo formado por todos os resultados que
pertencem a E ou F ou a E e F simultaneamente. Isto é, o evento E U F
ocorrerd se E ou F ocorrer. Por exemplo, se o evento E = {g} e F = {b},

entao
EUF ={g,b}

estatistica

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introducdo a Estatistica e Probabilidade 10 e 11 de Agosto de 2015 6 /42



Propriedades

e Unido de eventos:

Se £ ={(C,C),(C,K)} e F = {(K, C),(C, C)}, entio

estatistica

PROGRAMA DE EOUGACAO TUTORIAL

10 e 11 de Agosto de 2015 7/ 42

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introducdo a Estatistica e Probabilidade



Propriedades

e Unido de eventos:

Se £ ={(C,C),(C,K)} e F = {(K, C),(C, C)}, entio

EUF ={(C,C),(C,K),(K,C)}

estatistica
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Propriedades

e Unido de eventos:

Se £ ={(C,C),(C,K)} e F = {(K, C),(C, C)}, entio

EUF ={(C,C),(C,K),(K,C)}

A1 UA,... UA, representa o evento em que ao menos um dos A; ocorre.

estatistica

pel:
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Propriedades

e Intersecdo de eventos:
De forma similar, para quaisquer dois eventos E e F, também podemos
definir o novo evento E N F, chamado de intersecdo de E e F, como sendo
formado por todos os resultados que estdo tanto em E quanto em F. Isto
é, o evento E N F ocorre apenas se E e F ocorrerem.

estatistica
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Propriedades

e Intersecdo de eventos:

Por exemplo, se E = {(C, C),(C,K),(K,C)} é o evento em que pelo
menos uma cara aparece nas duas moedas e F = {(C, K), (K, C),(K,K)}

é o evento em que pelo menos uma coroa aparece, entio
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Propriedades

e Intersecdo de eventos:

Por exemplo, se E = {(C, C),(C,K),(K,C)} é o evento em que pelo
menos uma cara aparece nas duas moedas e F = {(C, K), (K, C),(K,K)}
é o evento em que pelo menos uma coroa aparece, entio

ENF={(C,K), (K, C)}

é o evento em que exatamente uma cara e uma coroa aparecem.

estatistica

pel:

nnnnnnnnnnnnnnn Gho TuToRAL
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Propriedades

e Intersecdo de eventos:

Por exemplo, se E = {(C, C),(C,K),(K,C)} é o evento em que pelo
menos uma cara aparece nas duas moedas e F = {(C, K), (K, C),(K,K)}
é o evento em que pelo menos uma coroa aparece, entio

ENF={(C,K), (K, C)}

é o evento em que exatamente uma cara e uma coroa aparecem.

A1 N Ax...N A, representa o evento em que todos os A; ocorrem.

estatistica

pel:
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Propriedades

e Evento complementar

Para qualquer evento E, definimos o novo evento E€, chamado de
complemento de E, como o evento formado por todos os resultados do
espaco amostral que n3o estdo contidos em E. Note que se o evento
E = {(1,6)(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, entdo E€ ocorre quando a
soma dos dados n3o for igual a 7. Como o experimento deve levar a al-
gum resultado, tem-se que Q¢ = ¢.
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Propriedades

e Relagdo de inclusdo

Para quaisquer dois eventos E e F, se todos os resultados em E também
estiverem em F, dizemos que E estad contido em F, ou que E é um subcon-
junto de F, e escrevemos E C F. Assim, se E C F, entdo a ocorréncia de
E implica a ocorréncia de F. Se E C F e F C E, dizemos que E e F sdo

iguais e escrevemos £ = F.
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Diagrama de Venn

O espago amostral 2 é representado como um grande retangulo e os
eventos A, B, C, ... sdo representados como todos os resultados presentes
no interior de circulos colocados dentro desse retangulo. Eventos de inte-
resse podem entdo ser indicados sombreando-se as regides apropriadas do

diagrama.
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Diagrama de Venn

O Diagrama de Venn abaixo mostra a unido dos eventos A e B

AuURB

estatistica
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Conceito iniciais Eventos

Diagrama de Venn

O Diagrama de Venn abaixo mostra a intersecdo dos eventos A e B

AnB

/!\

Introdugdo a Estatistica e Probabilidade

estatistica
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Diagrama de Venn

A drea destacada no Diagrama de Venn abaixo mostra o evento comple-

mentar de A

estatistica

pet:
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Diagrama de Venn

O Diagrama de Venn abaixo mostra que B C D C E e que A e E s3o

independentes

estatistica

pek
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Operacdes entre eventos

As operagdes de formacao de uniGes, intersegcdes e complementos de even-
tos obedecem a certas regras similares as regras de algebra. Listamos algu-
mas destas regras:

e Leis comutativas
EUF = FUE

estatistica
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Operacdes entre eventos

As operagdes de formacao de uniGes, intersegcdes e complementos de even-
tos obedecem a certas regras similares as regras de algebra. Listamos algu-
mas destas regras:

e Leis comutativas
EUF = FUE

ENF=FNE
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Operacdes entre eventos

As operagdes de formacao de uniGes, intersegcdes e complementos de even-
tos obedecem a certas regras similares as regras de algebra. Listamos algu-
mas destas regras:

e Leis comutativas
EUF = FUE

ENF=FNE

e Leis associativas

(EUF)UG = EU(FUG)
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Operacdes entre eventos

As operagdes de formacao de uniGes, intersegcdes e complementos de even-
tos obedecem a certas regras similares as regras de algebra. Listamos algu-
mas destas regras:

e Leis comutativas
EUF = FUE

ENF=FNE

e Leis associativas

(EUF)UG = EU(FUG)

estatistica

(ENFYNG =EN(FNG)
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Operacdes entre eventos

e Leis distributivas
(EUF)NG=(ENG)U(FNQG)

estatistica
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Operacdes entre eventos

e Leis distributivas
(EUF)NG=(ENG)U(FNQG)

(ENF)UG=(EUG)N(FUG)

estatistica
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Operacoes entre eventos
e Leis distributivas
(EUF)NG=(ENG)U(FNQG)

(ENF)UG=(EUG)N(FUG)

e Leis de DeMorgan:

(AfUA2...UA,) = (AINASN...NA])
(AN Ax..NA,) = (AfUASU...UAY)

estatistica
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Teorias de probabilidade

Sumario

© Teorias de probabilidade
@ Abordagem cldssica
@ Abordagem Frequentista
@ Abordagem Axiomatica
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JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Abordagem Cléssica
Seja um espago amostral finito, formado por n eventos elementares,
igualmente provaveis. Seja A um evento de 2 com m eventos simples.

Ent3o a probabilidade de A é a frac3o:

P(A) =

m
n

estatistica
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JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Exemplo

Um dado equilibrado é lancado e desejamos obter a probabilidade de ocor-

réncia de um nimero impar.
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JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Exemplo

Um dado equilibrado é lancado e desejamos obter a probabilidade de ocor-

réncia de um nimero impar.

Q=1{1,2,3,4,56}

estatistica

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introdugdo a Estatistica e Probabilidade 10 e 11 de Agosto de 2015 21/ 42



JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Exemplo

Um dado equilibrado é lancado e desejamos obter a probabilidade de ocor-

réncia de um nimero impar.

Q=1{1,2,3,4,56}

A={1,3,5}
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JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Exemplo

Um dado equilibrado é lancado e desejamos obter a probabilidade de ocor-

réncia de um nimero impar.

Q=1{1,2,3,4,56}

A={1,3,5)
1
P(A) = -
(A) =5
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JYEERCENIGLEIGELSI  Abordagem classica

Propriedades

FATO: De acordo com a definicdo acima P(A) satisfaz

1. P(A) > 0;
2. P(AUB) = P(A) + P(B), se AN B = ¢;
3. P(Q) =1

estatistica
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L JETRCENICLELNIGEGEM  Abordagem Frequentista

Abordagem Frequentista

Abordagem Frequentista
e Frequéncia relativa: f, 4
e Repetir o experimento “n"vezes (em condi¢Ges iguais)
e Anotar quantas vezes A ocorre: n(A)

n(A)

“n

® InA=

estatistica
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L JETRCENICLELNIGEGEM  Abordagem Frequentista

Abordagem Frequentista

Podemos definir P(A) como o limite da frequéncia relativa da ocorréncia
de A em n repetigdes independentes de um experimento, com n tendendo

ao ininito, ou seja dizemos que

P(A) = lim "A)

n—oco N

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN)

Introducdo a Estatistica e Probabilidade

estatistica
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L JETRCENICLELNIGEGEM  Abordagem Frequentista

Exemplos

Exemplo 1.
Considere uma certa moeda cuja probabilidade de ocorréncia de “cara”
é desconhecida. Para se obter essa probabilidade, esta moeda é submetida

a n repeticdes independentes de cada langamento. A tabela a seguir mostra

os resultados obtidos.

estatistica
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Teorias de probabilidade Abordagem Frequentista

Exemplos

Exemplo 1.

Considere uma certa moeda cuja probabilidade de ocorréncia de “cara”

é desconhecida. Para se obter essa probabilidade, esta moeda é submetida
a n repeticdes independentes de cada langamento. A tabela a seguir mostra

os resultados obtidos.

n 10 100 200 ... 2300 2600
foa | 0,800 0,520 0,595 ... 0,496 0,499

estatistica
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L JETRCENICLELNIGEGEM  Abordagem Frequentista

Exemplos

Representacao Gréfica

08

06 07

5
‘.
L]
.

Frequencia relativa do evento
0.4
|
L]

03

0.2

I I T I | I
0 500 1000 1500 2000 2500

Numero de lancamentos

estatic

pel:
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L JETRCENICLELNIGEGEM  Abordagem Frequentista

Propriedades

FATO: A frequéncia relativa f, 4 satisfaz
1L.0<fha<sl
2. fpauB =faa+ o, sSe ANB = ¢;
3. P(fhq) =1

estatistica
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LCIEERCERVICLELIICELIN  Abordagem Axiomatica

Abordagem Axiomdtica

Abordagem Axiomdtica

Seja € um experimento aleatério e £ o espago amostral associado a este
experimento. Associamos a cada evento A(A C Q), um nimero real

representado por P(A) e denominado “probabilidade de A", satisfazendo as
seguintes condi¢des:

1. 0<PA)<T,

2. P(Q) =1;

3. P(LAUB) = P(A) + P(B), se ANB = ¢
4. P(AiUAU...) =32, P(A)

estatisti
o=
\2::
7
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LCIEERCERVICLELIICELIN  Abordagem Axiomatica

Abordagem Axiomdtica

Propriedades
i. P(¢)=0;
i. P(A°)=1— P(A);
ii. P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB);
iv. Se A C B, entdo P(A) < P(B). )

estatistica
—]
=

..........................
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Andlise combinatdria

Sumario

© Anilise combinatéria
@ Principio Fundamental da Contagem
@ Permutacdo
@ Arranjo
@ Combinacio
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Andlise combinatdria

Analise combinatdria

A Anilise Combinatéria visa desenvolver métodos que permitam contar
o nimero de elementos de um conjunto, sendo que esses elementos s3o

agrupamentos formados sob certas condi¢des.

Os agrupamentos a serem estudados dividem-se em Permutacgdes,
Arranjos e Combinacdes.

estatistica
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Andlise combinatdria Principio Fundamental da Contagem

Principio Fundamental da Contagem

O principio fundamental da contagem nos diz que sempre devemos
multiplicar os nimeros de opcdes entre as escolhas que podemos fazer.

estatistica
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Andlise combinatdria Principio Fundamental da Contagem

Principio Fundamental da Contagem

O principio fundamental da contagem nos diz que sempre devemos
multiplicar os nimeros de opcdes entre as escolhas que podemos fazer.

Por exemplo, para montar um computador, temos 3 diferentes tipos
de monitores, 4 tipos de teclados, 2 tipos de impressora e 3 tipos de "CPU".
Para saber o numero de diferentes possibilidades de computadores que
podem ser montados com essas pecas, somente multiplicamos as opc¢des:

3x4x2x3 =72

estatistica
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Andlise combinatdria Principio Fundamental da Contagem

Analise combinatdria

Selecao do método de contagem apropriado

Ordem importa | Ordem n3o importa
Com repeticdo N7 -
Sem repeticdo ﬁ %

estatistica
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Anidlise combinatéria Permutagdo

Permutacao

Quando formamos agrupamentos com N elementos, de forma que os N
elementos sejam distintos entre si pela ordem. As permutagdes podem ser

simples ou com repeticoes.
A formdla da permutagao é dada por :

estatistica
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Permutacao

Quando formamos agrupamentos com N elementos, de forma que os N
elementos sejam distintos entre si pela ordem. As permutagdes podem ser

simples ou com repeticoes.
A formdla da permutagao é dada por :

N!
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Anidlise combinatéria Arranjo

Arranjo

Se A é um conjunto com N elementos, as sucessdes com n elementos
distintos, escolhidos em A, constituem agrupamentos que s3o chamados
arranjos dos N elementos de A, n a n. Nos arranjos, os agrupamentos
diferem entre si apenas pela ordem de seus elementos.

Exemplo 2: Se A = {1,3,5,7}, os arranjos dos 4 elementos de A, 3
a 3, sdo as seguintes sucessdoes com 3 elementos:

(1,3,5,(1,5,3),(3,1,5,(3,51),(51,3),6,3,1)
1,3,7,01,7,3),(3,1,7,3,7,1,(7.1,3),(7,3,1)
(1,57,(1,72,5),051,7),(571),(7,1,5,75,1)
(3,57),3,7,5,06,3.7,06573).0,3,5,0,53)

estatistica
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Anidlise combinatéria Arranjo

Arranjo

Se A é um conjunto com N elementos, as sucessdes com n elementos
distintos, escolhidos em A, constituem agrupamentos que s3o chamados
arranjos dos N elementos de A, n a n. Nos arranjos, os agrupamentos
diferem entre si apenas pela ordem de seus elementos.

Exemplo 2: Se A = {1,3,5,7}, os arranjos dos 4 elementos de A, 3
a 3, sdo as seguintes sucessdoes com 3 elementos:

(1,3,5,(1,5,3),(3,1,5,(3,51),(51,3),6,3,1)
1,3,7,01,7,3),(3,1,7,3,7,1,(7.1,3),(7,3,1)
(1,57,(1,72,5),051,7),(571),(7,1,5,75,1)
(3,57),3,7,5,06,3.7,06573).0,3,5,0,53)

estatistica
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Anidlise combinatéria Combinagio

Combinacao

Seja A um conjunto com N elementos. Os subconjuntos de A com n ele-
mentos constituem agrupamentos que sdo chamados combina¢bes dos N
elementos de A, n a n. Nas combinacgdes, os agrupamentos diferem entre si
apenas pela natureza de seus elementos.
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Combinacao

Seja A um conjunto com N elementos. Os subconjuntos de A com n ele-
mentos constituem agrupamentos que sdo chamados combina¢bes dos N
elementos de A, n a n. Nas combinacgdes, os agrupamentos diferem entre si
apenas pela natureza de seus elementos.

Exemplo 1: Se A ={1,3,5,7}, sdo combina¢des dos 4 elementos de A, 3 a

3, os agrupamentos:
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Anidlise combinatéria Combinagio

Combinacao

Seja A um conjunto com N elementos. Os subconjuntos de A com n ele-
mentos constituem agrupamentos que sdo chamados combina¢bes dos N
elementos de A, n a n. Nas combinacgdes, os agrupamentos diferem entre si

apenas pela natureza de seus elementos.
Exemplo 1: Se A ={1,3,5,7}, sdo combina¢des dos 4 elementos de A, 3 a

3, os agrupamentos:

{1,3,5},{1,3,7},{3,5,7} e {1,5,7}
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Anidlise combinatéria Combinagio

Combinacao

Seja A um conjunto com N elementos. Os subconjuntos de A com n ele-
mentos constituem agrupamentos que sdo chamados combina¢bes dos N
elementos de A, n a n. Nas combinacgdes, os agrupamentos diferem entre si

apenas pela natureza de seus elementos.
Exemplo 1: Se A ={1,3,5,7}, sdo combina¢des dos 4 elementos de A, 3 a

3, os agrupamentos:
{17 37 5}7 {17 37 7}’ {37 57 7} € {1757 7}

N!
N _
' = n!(N — n)!
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Exercicios

Sumario

estatistica

pek
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Exercicios

Exercicios

Abaixo estdo alguns dos exercicios que foram resolvidos neste minicurso.

1. Verifique que P[(AN B) U (BN A°)] = P(A) + P(B) —2P(AN B)
Mostre que e P(A°) = ae P(B) = b, entdo P(ANB)>1—-a—b
Se P(A) = } e P(B°) = % os eventos A e B pode ser disjuntos?

Em uma sala, 10 pessoas estdo usando emblemas numerados de 1 até
10. Trés pessoas sdao escolhidas ao acaso e convidadas a sairem da
sala simultaneamente. O ndmero de cada emblema é anotado.

(a) Qual a probabilidade de que o menor nimero de emblema seja 57
(b) Qual a probabilidade de que o maior nimero de emblema seja 57

el

estatistica
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Exercicios

Exercicios

5. Suponha que trés digitos 1,2 e 3 sejam escritos em ordem aleatdria.
(a) Qual a probabilidade de que ao menos um digito ocupe o seu
lugar préprio?

6. Joado, Jilio, Jonas e Jacques formaram uma banda com quatro
instrumentos. Se cada um dos garotos é capaz de tocar todos os
instrumentos, quantas diferentes combinag¢des s3o possiveis?

E se Jodo e Jilio souberem tocar todos os quatro instrumentos, mas
Jonas e Jacques souberem tocar cada um deles apenas o piano e a
bateria?

estatistica
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Exercicios

Exercicios

7. (a) De quantas maneiras diferentes 3 garotos e 3 garotas podem

sentar-se em fila?
(b) De quantas maneiras diferentes 3 garotos e 3 garotas podem
sentar-se em fila se os garotos e as garotas sentarem- se juntos?

(c) E se apenas os garotos sentarem-se juntos?
(d) E se duas pessoas do mesmo sexo ndo puderem se sentar juntas?

Revisem os conceitos, refacam os exercicios e tirem ddvidas enquanto ha

tempo.

estatistica

pel:

nnnnnnnnnnnnnnn Gho TuToRAL

Erika F. e Lucas S. (PET Est -UFRN) Introducdo a Estatistica e Probabilidade 10 e 11 de Agosto de 2015 40 / 42



Exercicios

Boa sorte a todos! :D
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